DS5-MaPC2A(2)

Dans 'espace vectoriel R?, on définit les sous-ensembles suivants :

Elz{(x,y,z)E]RS,Q:v—i-y:O}
Ey={(z,y,2) €ER® o +2y — 2z =0}
E3:{<$,y,2)€R3, —;E—y—l—QZ:O}

1. Montrer que E; et E, sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que £y N Ey N E3 = {Ogs}

Correction

E, et E, sont des sous-espaces vectoriels de R?

Montrons que F; est un sous-espace vectoriel de R?

0
(i) Ops = [0 ] € By car2x04+0=0
0
x x
(ii) Soient u= [y | € By (donc 2z +y=0),v= [y | € E; (donc 22’ +4y =0) et A € R.
z Z

Montrons que u 4+ \v € Fy

T ' T+ M\’
ut+= |yl +X|y]|=y+ )N/
z 2 z+ M\

Donc u + v € Ej si et seulement si 2(z + Az') + (y + Ay') =0
Or 2x +y =0donc y = —2x et 22/ + ¢y = 0 donc ¢y = —22'.

Donc 2(z+A2) + (y+ Ay) = 2(z+ A\2') + (=22 + A(—22") = 22+ 2\’ — 22 — 2 \x = 0, le résultat attendu.

Finalement (i) et (ii) montrent que E; est un sous espace vectoriel de R3.

Montrons que E, est un sous-espace vectoriel de R?

0
(i) Ogs = [0 ] € Eycar0+2x0—-0=0
0



x x
(ii) Solent u= |y | € By (doncx+2y —2=0),v= |y | € Ey (donc ' + 2y — 2 =0) et A € R.
z 2

Montrons que u + A\v € Fj,

T x T+ M\’
ut+t =y | +AX|V|=|y+\/
z z 2+ N

Donc u + \v € Ej si et seulement si (z + Az’) +2(y + A\y') — (2 + A2') =0

Or (z4+A2)+2(y+ M) — (2 + 1) = (v +2y+2) + M@’ + 2y —2') =0+ X x 0 = 0, ce qui montre que
u—+ € by

Finalement (i) et (ii) montrent que E5 est un sous espace vectoriel de R3.

Montrons que E; N E; N By = {Ogs}

x 0
Soit u= [y | € E1N EyN E3 et montrons que u = Ogs = | 0 | autrement dit montrons que r =y = 2z = 0.
z 0

Comme u appartient en particulier a £} on a 2z +y = 0.

Comme u appartient en particulier a F, on a x 4+ 2y — z = 0.

Comme u appartient en particulier a £3 on a —x — y + 2z = 0.

On peut rassembler les conditions sur z, y, z dans le systeme linéaire suivant que 1’on résout par une méthode
de pivot (toujours a lire de gauche a droite et de haut en bas).

2c + Y = 0
(E) r + 2y — z = 0
-r — Y + 2z = 0
2 1 010 Ly 1 2 -110 Ly < Ly 1 2 -110 Ly
1 2 -110 Ly 2 1 0|0 0 -3 2 (0 Loy Ly — 2L,
-1 -1 2 |0 Ls -1 -1 2 1|0 Ls 0O 1 1 10 L3 < L3+ Ly
1 -1 10 Ly 1 2 -110 Ly 1 2 -110 Ly
1 1 10 Lo+ Lg 0 1 1 |0 Lo 0O 1 110 Lo
0 -3 0 0 0 0 ) Ly« Ly+3L, 0 0 1 |0 ) Ly« iLs
1 2 010 Ll%Ll—i‘Lg 1 0 010 Ly <+ Li—2Ls
0O 1 0|0 Ly« Ly — Ls 0O 1 0|0 Lo
0 0 110 Ls 0 0 110 Ls
On a donc
x 0
(F) y = 0
z = 0
x
et I'unique possibilité pour u = | y | € E1 N Ey N B3 est que x =y = z = 0, ce que 'on voulait montrer.

z



