DS5-MaPC2A(1)

Dans 'espace vectoriel R?, on définit les sous-ensembles suivants :
By ={(z,y) €eR? , x—3y=0}
Ey = {($7y> € R? ) I_4y:0}

1. Montrer (rapidement) que F; et E, sont des sous-espaces vectoriels de R

2. Montrer R? = E, ® Es.

Correction

E, et E, sont des sous-espaces vectoriels de R?

Montrons que F,; est un sous-espace vectoriel de R?

(i) ORQ:(8>€E10arO—3x0:O

/
(il) Soient u = (‘;) € E, (donc x —3y =0), v = (;j,) € By (donc 2’ — 3y = 0).
Montrons que v + v € E;. En effet :
= (0)+(0)-C)
y Y y+y
iec u+ v € B si et seulement si (x +2') — 3(y +¢') = 0.
Or x — 3y =0donc x =3y et '’ — 3y’ = 0 donc 2’ = 3y/'.

Donc (z +2') —=3(y + ') = By +3y') — 3(y +¢') = 0, le résultat attendu.

(iii) Soient u = (;j) € Eyet AeR.

Montrons que Au € E;. En effet :

ie A\u € Fj si et seulement si Az — 3\y =0
Or x — 3y = 0 donc Az — 3\y = A3y — 3\y = 0, le résultat attendu.

Finalement (i), (ii) et (iii) montrent que E; est un sous espace vectoriel de R?.



Montrons que F, est un sous-espace vectoriel de R?

(i) Oge = (8) €Fycar0—4x0=0

I/

(ii") Soient u = (z) € By (donc x — 4y =0), v = (y'> € By (donc ' — 4y’ =0) et A € R.

Montrons que u 4+ Av € Es. En effet :

x x T+ Az’
A = )\ =
Donc u + \v € Ej si et seulement si (z + Az') — 4(y + \y') = 0.

Or (z+ M) —4(y + \) = (x —4y) + M2’ —4y') =0+ X x 0 =0, ce qui montre que u+ \v € Es.

Finalement (i’) et (ii’) montrent que Fj est un sous espace vectoriel de R3.

Montrons que E; @ Fy = R?

Rappel : par définition : B, @ Fy = R? si :
1. E1 ﬁ E2 — {ORQ}
2. Ei + Ey:={u+vju€ E,v € Ey} =R?

Montrons les deux étapes :

1. Soit (5) € BN Ey. Donc :

xr—3y=20 Ce qui donne, apres résolution par une méthode de Gauss, xr =y = 0.
r—4y =0

: . P 0 :
Donc l'intersection entre E; et Fy est réduite au vecteur (O)’ ce qui montre 1.

2. Analyse :

Soit (g) € R? quelconque. On cherche u = (:;) € B (iex; —3y; =0) et v = (;i) € E; (ie

w+ v = 1+ To [«
Y1+ Y2 B
Cela donne les contraintes suivantes :
4

x9 — 4dyy = 0) tels que

hn + Y2 =
T — 3y =

o o ™ 9

Ty — dyy =

\

que l'on résout matriciellement par une méthode de pivot de Gauss :

1 0 1 0 la I 1 0 0 0] —3a+128
1

0o 1 0 1 |8 Ly Ce qui donne apres calcul : 0 1 0 0] —a+dp

1 -3 0 010 |Ls 0 0 1 0| 4a—128

0 0 1 410 Ly 0 0 0 1 a—303



—3a + 126) cE
1

€ R? g’écrit comme somme du vecteur u =
—a+4p

Synthese : n’importe quelle vecteur (a

B
4o — 128

et du vecteur v = € E,. Donc E, + B, = R2.
a— 30

Finalement, F; @ E, = R2.



